C. Ucke

Das Spiel mit dem Kreisel gehort zu den
kindlichen Grunderfahrungen, die theo-
retischen Hintergriinde werden dazu
nicht benotigt. Physiker befassen sich da-
gegen seit jeher wissenschaftlich mit der
Thematik, zu der Studenten reizvolle und
auch schwierige Aufgaben bearbeiten
miissen. Der japanische Professor Takao
Sakai hat einige genial einfache Kreisel-
konstruktionen erdacht, die Kinder und
Wissenschaftler gleichermaflen in den
Bann ziehen konnen.

Wie 1dBt sich aus einer Biiroklammer ein
Kreisel herstellen, der auBerdem eine gewis-
se Attraktivitdt aufweist, ein moglichst
groffes Trigheitsmoment hat und physika-
lisch etwas hergibt? Die Biiroklammer steht
hier nur stellvertretend fiir ein leicht verfiig-
bares, kurzes und diinnes Drahtstiick defi-
nierter Linge. Takao Sakai aus Japan hat
dazu einige hiibsche Ideen entwickelt [ 1]. Ich
werde hier einen Auszug aus seiner Publika-

tion darstellen und einige eigene Gedanken
dazutun (Abb. 4, 5 und anschlieBende Teile).

Die Realisierung eines derartigen Kreisels
ist nicht so schwierig. Man biege eine Biiro-
klammer zunidchst zu einem gerade Stiick
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Abb. 1: Eine Biiroklammer kann so zu einem
Kreisel gebogen werden.

Draht und dann derart in einem Kreisbogen
mit zwel Speichen um eine Achse, dal3 der
Schwerpunkt genau in der Achse liegt (Abb.
). Der Winkel 8 mul}l dazu eine GroBe
von 53,13° aufweisen. Die Berechnung die-
ses Winkels 1st eine reizvolle Aufgabe fiir
Phystkstudenten in den ersten Semestern,
dagegen 1st der Bau und das Laufenlassen
des Kreisels eine unterhaltsame Ubung so-
wohl fiir Wissenschaftler als auch fiir Kinder

[2].

In Abb. 2 1st der Kreisel in Aufsicht darge-
stellt. Ist der Winkel zwischen den Speichen
zu grof} oder zu klein, liegt der Schwerpunkt
offensichtlich nicht im Kreismittelpunkt. Zur
Berechnung des notwendigen Winkels kann
man sich auf die Betrachtung des Schwer-
punkts der beiden Speichen und des gegen-
iberliegenden Kreisbogenstiicks s  be-
schrinken. Die anderen Teile des Kreisbo-
gens sind symmetrisch zum Mittelpunkt und
brauchen deswegen nicht beriicksichtigt zu
werden. Zur bequemeren Berechnung werde
der halbe Speichenwinkel « eingefiihrt.

In Abb. 3 sind die Speichen und der Kreis-
bogen s herausgehoben. Der Koordinaten-
ursprung liege im Kreismittelpunkt. Der Ab-
stand zwischen dem Schwerpunkt des Kreis-
bogens und dem Kreismittelpunkt sei x;. Da
der Kreisbogen s symmetrisch zur x-Achse
liegt, ergibt sich der Schwerpunkt des Bo-
gens aus dem Linienintegral

Abb. 2: Der Biiroklammerkreisel in der Auf-
sicht.
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Die Masse des Kreisbogens 1aBt sich nach
m; =sp berechnen, wobei p die Dichte pro
Langeneinheit 1st. Beziiglich des Koordina-
tenursprungs ergibt sich damit das Moment
M, =m, x,=2r" psina. Der Schwerpunkt der
Speichen liegt bei x, = r/2 cosa; die Masse ist
m, = 2rp. Das von den Speichen beziiglich
des Koordinatenursprungs bewirkte Moment
folgt zZu M, =m, x, = r* pcosa.

Aus der Gleichgewichtsbedingung M, = M,
resultiert die liberraschend einfache Be-
simmungsgleichung tana=0,5, d. h. a=
26,565 . Der Winkel zwischen den Speichen
tst folglich B=2a =53,13°.

Die vorhergehenden Betrachtungen erfor-
dern Integralrechnung, die in Schulen nicht
allgemein vorausgesetzt werden kann. Der
Winkel a kann jedoch auch niherungsweise
ohne Integral abgeschitzt werden, indem
man den Kreisbogen durch eine Sehne er-
setzt (Abb.4). Der Schwerpunkt der Sehne
ergibt sich aus dem Radius r zu x, = rcosa,
die Masse zu m;,=2a, p =2 r psina. Das re-
sultiecrende  Moment folgt zu M,=m, x,
=2 r* psinacosa. Setzt man wieder M, = M,
(M, 1st schon vorher bestimmt worden), er-

440

0031-9279/98/0505-0440 $ 17.50+.50/0 - © WILEY-VCH Verlag GmbH, D-69451 Weinheim, 1998

Phys. Bl. 54 (1998) Nr. 5



Abb. 3: Zur Berechnung des Schwerpunkts
werden nur die Speichen und das gegeniiber-
liegende Kreisbogenstiick betrachtet.
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Abb. 5: Eine Naherung des Kreisbogens durch
zwei Sehnenstiicke ist schon fast optimal.

gibt sich sina=0,5 bzw. a =30°. Der Win-
kel 1st jetzt etwas grofler als der exakt be-
rechnete, da der Schwerpunkt der Sehne
niaher zum Koordinatenursprung liegt.

Noch besser ist natiirlich eine Ndherung, bei
der der Kreisbogen durch zwei Sehnenstiicke
ersetzt wird (Abb.5). Die daraus abgeleitete
transzendente Bestimmungsgleichung tir a
kann leicht numerisch gelost werden. Das
Ergebnis von 27,2° liegt schon sehr nahe
beim £xakt berechneten Wert fiir .

Mit Hilfe einer kleinen Flachzange kann so
ein Kreisel aus einer Biroklammer herge-
stellt werden. Im Notfall geht es sogar mit
den Fingern. Besonders geeignet sind Biiro-
bzw. Aktenklammern mit Kugelenden.
Mochte man den oberen und den unteren Teil
der Drehachse gleich lang und dariiber hin-
aus so grofl wie den Radius machen, ergibt
eine kurze Rechnung, daf} die Linge des obe-
ren Teils etwa 1/10 der Gesamtldnge der zu
einem geraden Drahtstiick gebogenen Biiro-
klammer betragen muf}. Das genaue Biegen
des Kreisbogens und das Einhalten des kor-
rekten Winkels zwischen den Speichen ist
nicht ganz einfach. Gliicklicherweise kommt
es nicht so genau darauf an, da man durch
nachtrigliches Verbiegen des Drahtes den
Schwerpunkt immer noch in die Achse brin-
gen kann. Eine anspornende Aufgabe besteht
darin, jedes Mitglied einer Gruppe derartige
Kreisel herstellen zu lassen und dann zu ver-
gleichen, welches Stiick am besten liuft.

Falls der Schwerpunkt des Kreisels nicht in
der Achse liegt, ist der Kreisel — statisch —
nicht ausgewuchtet. Bei einem Autorad
fiihren solche Unwuchten zu starken Bela-
stungen der Lager, die sich jedoch ausglei-

Abb. 4: Der Kreisbogen wird zur nihe-

rungsweisen Berechnung durch eine Sehne er-
setzt.

Abb. 6: Berechnung des Triagheitsmoments. Es
wird nur die Hilfte des Kreisels in Aufsicht in
der xy-Ebene gezeigt.

chen lassen, indem man kleine Gewichte am
Felgenrand anbringt. Beim Kreisel fiihren
Unwuchten dagegen zu irreguliren Bewe-
gungen der Kreiselachse, die ja im Gegen-
satz zur Achse eines Autorades nicht in
einem festen Lager lauft. Beim Kreisel ld3t
sich das — statische — Auswuchten durch ein
geeignetes Verbiegen des Drahtes ebenfalls
erreichen. Ein Rotationskorper ist dynamisch
ausgewuchtet, wenn die Drehachse mit einer
Haupttragheitsachse libereinstimmt. Fiir die
Kreisel ist diese Bedingung erfiillt, wenn die
Drehachse senkrecht zu den in einer Ebene
befindlichen Speichen und Kreisbogen ori-
entiert 1st.

Der Kreisel kann mit den Fingern bis auf ei-
nige tausend Umdrehungen pro Minute ge-
bracht werden. Rotiert er schnell, sieht man
nur noch einen freischwebenden Kreisring
um die Achse. Die Drehzahl des Kreisels 148t
sich grob aus folgender Uberlegung ab-
schiatzen: Halt man die Kreiselachse zwi-
schen Zeigefinger und Daumen, erreichen
Finger bzw. Daumen etwa eine Geschwin-
digkeit von v = 0,1 m/s. Der Drahtdurchmes-
ser betragt etwa d =1 mm, d. h. der Radius r
=(,9mm. Daraus ergibt sich w=v/r=
0,1 ms™'/0,5mm =200s~! bzw. f=200s"'/27
=32s'=1900U/m. Mit stroboskopischer
Beleuchtung lassen sich sogar noch weit
grolbere Drehzahlen bestitigen.

Der Sakai-Kreisel ist im Sinne der theoreti-
schen Physik ein sogenannter unsymmetri-
scher Kreisel, d. h. die Trigheitsmomente in
zwel zueinander senkrechten Richtungen in
der xy-Ebene sind unterschiedlich (I, # 1,).
Diese Triagheitsmomente zu berechnen er-
fordert etwas mehr Aufwand. Aus Abb. 6
1468t sich ableiten:
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Das Triagheitsmoment beziiglich der z-
Achse i1st:

[, = 2[)}’3[—%4—#—0{)

Fir emn bestimmtes Verhiltnis A/r (1,62 <
hir < 1,68) liegt I, gerade zwischen /_und /.
(Abb. 7). Eine freie Rotation eines derartigen
Kreisels um diese Achse des mittleren Triig-
heitsmoments wire dann nicht stabil. Das ist
aber nur zu realisieren, indem man den rotie-
renden Kreisel in die Luft wirft, was gewisse
Schwierigkeiten verursacht. Astronauten
konnten das im schwerefreien Raum natiir-
lich optimal durchfiihren. Unsymmetrische
Kreisel sind dariiber hinaus mathematisch
schwieriger zu behandeln. Wie kommt man
also zu einem symmetrischen Kreisel? In
Abb. 8 1st eine LOsung gezeigt, die ebenfalls
auf Takao Sakai zuriickgeht. Hat der Winkel
a zwischen den Speichen gerade den richti-

Abb. 7: Ein kritischer Sakai-Kreisel, bei dem
gerade das mittlere Trigheitsmoment in der z-

Achse liegt (h = 1,65 r; maBistabsgerechte Abbil-
dung).
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Abb. 8: Konstruktion eines symmetrischen
Biiroklammerkreisels.

Abb. 10: Welchen EinfluB hat ein Abweichen
der Speichen aus der Kreisebene?

gen Wert, gilt I, = I. Die Berechnung die-
ses Winkels wird mit Abb. 9 verdeutlicht. In
ganz dhnlicher Weise wie bei der vorherge-
gangenen Rechnung ergibt sich fiir ein Vier-
tel des Kreisels fiir /, und /,;
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Setzt man I, = [, ergibt sich tanZa=2/3
bzw. 2a = 33,69° (= 0,588 rad).

Eine interessante und gut berechenbare
GroBe ist die kritische Rotationsfrequenz,
unterhalb der symmetnsche Kreisel beil
Storungen nicht mehr stabil drehen [3]. Es

gilt:
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bzw.

Von mir verwendete Biiroklammern (Nori-
ca Biiroklammern Nr. 575 mit Kugelenden)
haben eine Masse m=0,73g und p=
0,0753g/cm. Unter der Voraussetzung

Abb. 9: Berechnung der Trigheitsmomente

des symmetrischen Kreisels. Aufsicht auf ein
Viertel des Kreisels.

Abb. 11: Ein weiterer Biiroklammerkreisel
nach Sakai.

h=r=0,087 cm, wie sie in Abb. 8 bezeich-
net i1st, errechnet sich

I.=4,0-10"kgm? bzw.

[, = pr3[-g—+ 2(m — 2::1)] =3,2-10"kgm?

und fi.,=5,05"" =300 U/min.

Diese Frequenz ist beim Andrehen mit den
Fingern bequem zu iiberschreiten. Das ist
die Voraussetzung dafiir, daB der Kreisel
liberhaupt gut lauft.

Die konkrete Realisierung dieses Kreisels
1st deswegen etwas schwieriger, weil die
vielen Speichen einen GroBteil der Gesamt-
linge einer Biiroklammer verbrauchen.
Dadurch werden die Achse und der Ge-
samtkreisel etwas kompakt. Zur Abhilfe
gehe man auf die nidchste Biiroklam-
mergroBe iiber. Zu grofl diirfen derartige
Kreisel aber nicht werden, da sie bei zu
groBem Trigheitsmoment nicht mehr gut
anzudrehen sind. Es 1st verbliiffend, daB} ge-
rade Biiroklammern eine optimale Grofe
aufweisen.

Sakai-Kreisel rufen geradezu weitere Fra-
gen hervor. Welchen Effekt haben z. B. die
abgerundeten Ecken, die sich notwendiger-
weise ber der Verwirklichung des Kreisels
aus Draht ergeben? Welchen EinfluBl auf
den Winkel zwischen den Speichen hat es,
wenn die Speichen aus der Kreisbogenebe-
ne symmetrisch nach oben bzw. unten ab-
weichen (Abb. 10), wobei der Schwerpunkt
in der Achse bleibt? Auch dies muB} ja bei
der Realisierung eines Kreisels aus Draht
beriicksichtigt werden. Lassen sich noch
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weiltere symmetrische Kreisel denken und
konstruieren? Wie mufl die Konstruktion
eines Kreisels beschaffen sein, bei dem die
Speichen beide parallel zur Achse hin lau-
fen (Abb. 11) und der Schwerpunkt — un-
symmetrisch beziiglich des Kreises - in der
Achse liegt? Es lassen sich auch Kreisel
konstruieren, die statt eines Kreisbogens
eme quadratische Form aufweisen. Diese

lassen sich dann sogar ohne Integrale be-
rechnen.
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