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Zwei-Schelben-Roller

Verfasser: Christoph Engelhardt, Hanns-PfannStr. 74, 81825 Miinchen,
Dr. Christian Ucke, Techn. Univ. Minchen, Physikdepartment E 20, 85747 Garching

Verbindet man zwei kongruente Ellipsenscheiben senkrecht zueinander in definiertem Abstand
und |&l¥ das so entstandene Gebilde auf einer Ebene abrollen, bleibt der geometrische
Schwerpunkt in konstanter Hohe Gber der Ebene. Die Bahn des Schwerpunktsist allerdings
nicht mehr geradlinig. Die Bedingungen zur Konstruktion derartiger Zwei-Scheiben-Roller
werden abgeleitet. Die Bahn des Schwerpunkts wird qualitativ beschrieben. Es ergeben sich
bei der Konstruktion der Verbindungstorse von Zwei-Scheiben-Rollern &sthetisch
ansprechende Korper.

1 Einfihrung

Eine homogene Kugd rollt auf einer Ebene und dabei bleibt der Abstand des Schwerpunkts
Uber der Ebene konstant. Wirken keine ablenkenden Kréfte, ist die Bahn des Schwerpunktes
eine Gerade. Gleichesist beim Zylinder der Fall. Es gibt weitere Objekte, fur die das zutrifft.
Man kann sich aus einem Zylinder zwei mit ihren Mittel punkten zusammenfallende, diinne
Ellipsenscheiben ausgeschnitten denken, die auf ihren Kanten ebenfalls unter Beibehaltung des
Schwer punktabstandes abrollen. Sie liegen immer gerade auf zwei Bertihrpunkten auf. Die
Ellipsen sind im einfachsten Fall kongruent (Abb.1). Sie knnen aber auch unterschiedlich grof3
sein und brauchen nicht einmal mit ihren Mittel punkten zusammenzufallen. Es miissen nicht
einmal Ellipsen sain. Jede Kombination von Schnittflachen mit dem Zylinder, bel der der
Gesamtschwerpunkt in der Achse des Zylinders liegt, ist geeignet. Ellipsen, insbesondere
symmetrisch zueinander befindliche Ellipsen entsprechen vermutlich eher einem gewissen
Harmonieverstandnis.

Abb.1: Zwel kongruente und mit ihrem Mittel punkt
zusammenfallende Ellipsen, die aus einem Zylinder
ausgeschnitten sind, halten ihren Schwerpunkt beim Abrollen
auf einer Ebene in konstantem Abstand von der Ebene.
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Etwas andersliegt der folgende Fall: Verbindet man zwei diinne und gleiche Ellipsenscheiben
(a, b = grofie, kleine Halbachse; a3 b/+/2) senkrecht zueinander entlang der Halbachse aim

Abstand c=+/4a”- 2b®> der Ellipsenmittel punkte (Abb.2), so bleibt beim Abrollen auf einer
Ebene der Abstand des geometrischen Schwerpunkts dieses Objekts von der Ebene ebenfalls
konstant. Allerdingsist die Bahn des Schwerpunkts nicht mehr geradlinig.

Fira=b=r (r = RadiusdesKreises) ergibt sch der Speziafal fir Kreisscheiben. Der
Zentralabstand betragt dann ¢ = J2sr. Vergrofert oder verkleinert man ohne Variation der
Halbachsen a und b den Abstand c, bleibt der Schwerpunktabstand nicht mehr konstant. Fir
c=0und c® ¥ ergeben sich weitere Sonderfdle. Mit kreis- und dlipsenformigen Bier-
deckeln (Abb.3) 181} sich das sehr schon realiseren.



Wegen der torkelnden Bewegung des Schwerpunkts werden die Zwei-Scheiben-Roller im
Englischen auch Wobbler (to wobble - torkeln, taumeln) genannt.

C Abb.2: Zwei kongruente Ellipsen, diein einem
‘ definiertem Abstand ¢ senkrecht zueinander verbunden
werden, haben ebenfalls einen konstanten

Schwer punktabstand von der Ebene, auf der sie
— N\, aufliegen.

Abb.3: Mit Bierdeckeln lassen sich Zwei-Scheiben-Roller
gunstig realisieren. Hier ist dasfur elipsenformige
Bierdeckel dargestellt. Fur diese Bierdecke gilt:
a=5.3cm; b= 4.6cm; c»8.4cm

Wie es gerade zu dieser Uiberraschend einfachen Forme kommt, wollen wir im folgenden
zeigen. Fur Kreisscheiben ist die Formel schon lange bekannt [1], die Durchrechnung auch
veroffentlicht [2]. Die Verallgemeinerung fur Ellipsenscheiben sowie weitere aufgefihrte
Besonderheiten haben wir nicht publiziert gefunden.

2 Ableitung der Abstandsbedingung

Wir wéhlen fur die beiden senkrecht zueinander stehenden Ellipsenrander in einem korper-
festen, cartesischen Koordinatensystem einen Parameteransatz der Form (vgl. Abb.4)

(1) Elipsel  x=an] +§ y = b>cosj 2=0

(2 Elipe2  x=adny g y=0 2=b>cosy

Tangente t,

Abb.4: Sizze zur Lage der
Ellipsen und Wahl eines
geeigneten Koordinaten-
systems. Im Fall von Kreisen
lassen sich die Parameter |
Ellipse 1 s undy Winkeln bel den Kreis-

mittel punkten zuordnen.
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a, b bedeuten die Halbachsen, cist der Abstand der Mittel punkte der Ellipsen. Die Ellipse 1
liegt in der x/y-Ebene und hat ihren Mittel punkt auf der x-Achseim Abstand ¢/2 vom Null-
punkt des Koordinatensystems. Die Ellipse 2 liegt analog in der x/z-Ebene und damit senkrecht
zur Ellipse 1. Der Schwerpunkt dieser Ellipsenkombination liegt also im Nullpunkt.

Eine Tangentetq, dieim Punkt T1(j ) die Ellipse 1 berthrt, |&% sich darstellen a's
. . bsc_. .
3 bxx>xdnj + axy>cosj :a>b+7>snj

Die Achsenabschnitte dieser Tangente folgen daraus zu

4 u=ﬁ+E ;v=@>¢anj
gnj 2 a

Genauso findet man die Achsenabschnitte einer Tangentety, diedie Ellipse 2 im Punkt To(y )
berthrt und die durch den Achsenabschnitt u geht:

b>u

5 u=——- W= ——xan
©) . 2 y

Daraus ergibt sich eine Kopplungsbedingung fur j undy :

a a
6 - e =
©) gny dnj

Die Tangenten t1 und t2 liegen mit den beiden Punkten T1 und T auf einer gemeinsamen
Tangentialebenet , die sich in der Achsenabschnittsform direkt schreiben 18/} als

(7) t: £+X+£:1
u v Ww

Mit Hilfe von (4) und (5) kann man die Tangentialebene auf die Form bringen:
(8 t: b>x+ay>cotj +asz>coty =bsu
Diese Tangentialebeneist im Laborsystem die Abrollebene.

Diese Ebene hat den folgenden Abstand h vom Nullpunkt des Koordinatensystems; h stellt
zugleich den Abstand des Schwerpunktes von der Tangential-(abroll)-ebene dar:

9) h:b%a mit g =b?+a’cot?j +a’cot’y

y &% sich mit Hilfe der Kopplungsbedingung (6) eiminieren, so dal3 man schlieldich zu
folgendem Ergebnis gelangt:



10) h=bxa+2s6nj) mit Q=(b? +c?- 2a?)dn?j +2acsnj +2a’
2 JQ

Der Abstand h hangt also im allgemeinen vom Parameter j ab. Wenn die Diskriminante desin
sndj quadratischen Polynoms Q verschwindet, was der Fall ist fiir

(11) ¢’ =4a” - 2b*

2
ergibt sich allerdings gerade Q = Mzaz " snj + ﬁaJ und damit folgt dann far h der
konstante Wert

(12) h= %E

Aus der Bedingung (11) ergibt sich, dal3 der Roller nur fiir ¢® 2 0 redll existiert. Daraus fol gt
a2 b/+/2. Im Grenzfall ¢ =0 ergibt sich a =b/+/2. Dasist dann ein Abhildung 1 entsprechen-
der Fall mit zwel aus einem Zylinder ausgeschnittenen, kongruenten Ellipsen, die mit ihrem
Mittel punkt zusammenfallen und zusétzlich senkrecht zueinander stehen.

Verbindet man die Auflagepunkte des Zwei-Scheiben-Rollers mit Geradenstiicken, erhét man
die zugehdrige Verbindungstorse (Abb.5). Da der Zwei-Scheiben-Roller in der Ebene abrallt,
ist diese Verbindungstorse auf die Ebene abwickelbar. Markiert man sich bel einem realen
Zwei-Scheiben-Roller die aufeinanderfolgenden Berthrpunkte auf Papier, kann man sich die
Verbindungstorse ausschnei den und zusammenkleben, was einen sehr asthetischen Korper
ergibt. Mit (6) lassen sich aulRerdem sehr anschauliche Modelle der Verbindungstorse bauen,
indem man zum Beispid bel einem Zwei-Schelben-Roller aus diinnen Holzscheiben enige
gemal’ (6) berechnete Auflagepunkte der Scheibenrander mit Bindfaden verbindet.

Im obigen Spezialfall ¢ =0 reduziert sich der von der Verbindungstorse berandete Korper auf
den Schnittkorper zweier kongruenter Drehzylinderkorper (Radiusr =h = b/ J2), deren
Achsen einander senckrecht schneiden (Abb.6). Im (physikalisch unrealistischen) Grenzfall
C® ¥ - gleichbdeutend mit a® ¥ be konstant gehaltenem b - geht die Verbindungstorsein
enen (unendlich langen) Drehzylinder mit dem Radiusr = h=h/~/2 (iber.

Abb.5: Die Schar der Verbindungsgeraden der
Auflagepunkte ergeben die Verbindungstorse.
Aus Holzscheiben und Bindfaden lassen sich
sehr anschauliche Modelle bauen.




Abb.6: Fir ¢ = 0 berandet die Verbindungstorse den Schnittkor per
2nveier kongruenter Drehzylinder (-korper), deren Achsen einander
senkrecht schneiden.
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3 Bahn des Schwer punkts

Ein weiteres Problem ist die schlangenférmige Bahn des Schwerpunkts beim Abrollen auf einer
Ebene. Um diese Frage zu behandeln, machen wir folgende Uberlegungen :

Die um den Ursprung mit dem Radius h = b/+/2 geschlagene Kugel

2

(13) S: x2+y2+22=%

Abb.7: Die eingezeichnete Kugel berthrt beim Abrollen
des Zwei-Scheiben-Rollers die Ebene. Wir nennen sie
die Beruhrkugel.

bertihrt jede der Ebenent (7) in einem bestimmten Punkt T( X , Y , Z) . Dievon den
Ebenen t umhillte Torseist daher der Kugel langs einer bestimmten Raumkurve |
umschrieben. Durch Koeffizientenvergleich der aquivalenten Darstellungen

2

(14) t: X><x+ny+Z><z=%

und (8) ergeben sich die Koordinaten von T mit (4) und (5) zu

2
(15) X:b— , Y:@xcotj , Z:@xcoty mit u= _a_ € - _a ¢
2u 2u 2u snj 2 gny 2

Diesist schon eine Parameterdarstellung der Berdhrliniel - wahlweise anschreibbar inj oder
y dlein. DieEliminationvonj undy in (15) zeigt, da3| auf den beiden kongruenten
elliptischen Zylindern

Cc Cc
(X +=)? 2 (X +2)? 2
(16) 2 +2Y2 =1 und 2 +22 =1 mit c=+4a%- 2b?
a a

a a

verlauft .



Mit (13) und (16) ergibt sich schliefdich die Koordinatendarstellung der Berthrliniel im
korperfesten System des Scheibenpaares zur Schnittkurve der Kugel S mit dem hyperbolischen
Paraboloid L :

2

(17) | : S: x2+y2+zz=% , L: ox+y*-2°=0

Glechfalls erhdlt man | als Schnittkurve zwischen der Rollertorseund L . Dem Aussehen nach
kdnnteman | als "Tennisballkurve" bezeichnen (Abb.8).

Beim Abwalzen des Rollers auf einer Ebenerallt die Kugd S entlang dieser Kurvel ab.
Die dabei entstehende Abdruckspur von | auf der Ebeneist trand ationskongruent zur
Schwerpunktsbahn b des Rollers. Diese Spur zu berechnen libersteigt den Rahmen dieser
Arbeit. Doch auch ohne Rechnung lassen sich noch einige Aussagen lber die Bahn des
Schwerpunkts machen.

Fir 0< c<¥ - gleichbedeutend mit a >b/+/2 - erhalt man qualitativ die" Tennisballkurve"
(Abb.8). Die Schwerpunktsbahn b ist dann aufgrund der Symmetrie von | eine periodische,
sinus-dhnliche Kurve deren Periode und Amplitude von ¢ (11), und damit von den Halbachsen
a und b der Ellipsenscheiben abhangt.

Abb.8: Beim Abwal zen des Zwei -Scheiben-Rollers auf
einer Ebene rallt die Bertihrkugel entlang einer "Tennis-
ballkurve' ab, hier dargestellt als Schnittkurve znischen
der Beruhrkugel und einem hyperbolischen Paraboloid.
Fir das Verhaltnis der Halbachsen der Ellipsenscheiben
giltin dieser Abbildung: a=0.72>b

Der Zentralabstand ergibt sich dann zu ¢ =+/0.0736:b

Im Grenzfall c® ¥ reduziert Sich das Paraboloid L im kodrperfesten System auf die y/z-Ebene
(x=0). | ist dann ein in der y/z-Ebene um den Nullpunkt mit dem Radius r = b/~/2
gechlagener Kreis, der beim Abrollen der Kugd S auf einer Ebene eine gerade Linieds
Abdruckspur liefert. Damit ndhert sich die Bahn des Schwerpunkts fur Ellipsenscheiben mit

a >> b ener geraden Linie an; die Amplitude von b strebt also gegen Null.

Fir c=0, also a = b/~/2 ergibt sich L zu dem zueinander senkrechten Ebenepaar |y |=|z]| .

| stellt sich somit alsein in diesem Ebenenpaar liegendes Paar kongruenter Kreise (Radius  r
= a) um den Nullpunkt dar (Abb.9). Die Schwerpunktsbahn b 18/% sich somit aus Geraden-
stiicken der Lange pa zusammensetzen.

Der Schwerpunkt eines realen Zwei-Scheiben-Rollers dieser Bauart wirde natiirlich auf Grund
seiner Tragheit eine gerade Linie durchlaufen. Mathematisch wére auch eine Kurve

aus senkrecht zuelander gesetzten Geradenstiicken der Lange pa denkbar.



Abb.9: Fur den Grenzfall ¢ = 0, d.h. die Ellipsenmittel-
punkte fallen zusammen, entartet die Tennisballkurve in
2nvel zueinander senkrechte Grofkreise der Berthrkugel.

4 Ausblick

Weitere Uberlegungen zu diesem Problem filhren zu noch anderen Klassen von Zwei-
Scheiben-Rollern.

So 18% sich das Problem zum Beispid auch fur 1angs einer der Halbachsen geschnittenen
Halbellipsen 16sen. Die Bedingung fur den Zentralabstand éhnelt der in (11) gefundenen
Formel und lautet:

(18) c*=2a*-2b® mit a3 b
Betrachtet man hier noch die Moglichkeit ¢ < 0, findet man weitere Objekte.

Hier wollen wir noch ein einfaches Beispid zeigen, das sich aus dieser Uberlegung fira=b=r
ergibt. Man hat dann zwei Kreishélften; der Abstand c ergibt sich zu ¢ = 0, d.h. die Kreishélften
miissen an ihren Mittel punkten senkrecht zueinander verbunden werden. Wiederum mit
Bierdecken ist eine Realiserung moglich (Abb.10). Bel diesem Zwei-Scheiben-Roller (18) ist
die Bahn des Schwerpunkts auch einfacher zu berechnen. Sie setzt sich aus Kreisbogenteilen
zusammen.

Abb.10: Mit Halften von kreisformigen Bierdeckeln [ark
sich ein Sonderfall eines Zwei-Scheiben-Rollers
realiseren.

In der abgebildeten Form halten sich die Kreishalften
nicht besonders stabil beim Abrollen. Esist jedoch ohne
Beeintrachtigung der Rollfunktion moglich, in der Mitte
zusétziche Halterungen anzubringen.

Mit den angegebenen Mo glichkeiten lassen sich schon ganze Mengen von Zwei-Scheiben-
Rollern denken und - was sehr attraktiv, anschaulich und &sthetisch sein kann - auch bauen.
Der Bau ist Ubrigens ziemlich unkritisch. Selbst wenn der errechnete Abstand ¢ nicht genau
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eingehalten wird, bewegen sich die Zwei-Scheiben-Roller noch sehr gut, da sich die Schwer-
punkththe in Abhangigkeit vom Abstand ¢ nur wenig andert.

Ein allgemeines Prinzip zur mathematischen Konstruktion aller méglichen Zwel -Scheiben-
Roller mit ebener Schwerpunktbahn kann so formuliert werden:

Man ziehe auf einer Kugel S eine beliebige, geschlossene Kurve | . Nun bestimme man die

der Kugd S léngs | umschriebene Torse als Einhillende der in den Punkten von | beriihrenden
Tangential ebenen. Anschlie3end schneide man die Torse mit zwel Ebenen e und €, bzw. noch
allgemeiner mit zwei Schnittflachen, die als Scheibenrénder dienen sollen. Vorausgesetzt, dal3
die die Abrollebene bertihrenden Scheibenrander konvex sind, wird der Mittel punkt der Kugel
S beim Abwa zen des so ermittelten Zwei-Scheiben-Rollers auf einer Ebene eine ebene Bahn
durchlaufen. Der Kuge mittel punkt wird allerdings nur bei geeigneter Abstimmung der
Massenbelegung der Schnittflachen bzw. Schnittrander den Schwerpunkt darstellen.

So mag die Menge aler aus verschiedenen wie kongruenten Scheiben bestehenden Zwei -
Scheiben-Rallern, deren Schwerpunkt beim Abrollen auf einer Ebene von dieser immer den
gleichen Abstand beibehdlt, unerschdpflich sein. Wohl aber ist nur eine begrenzte Anzahl dieser
mathematisch, physkalisch interessanten wie kiinstlerisch &sthetischen Objekte mathematisch
geschlossen darstellbar.

Literatur:

[1] Stewart, A.T.: Two-Circle-Roller, American Journal of Physics 34 (1966), 166-167

[2] Flowerday, F., Singmaster, D.: The Wobbler, Eureka (University of Cambridge) 50 (1990),
74-78

Danksagung: Wir sind Prof. Dr. W. Wunderlich/TU Wien und Prof. Dr. R. Koch/TU Minchen fir
mathematische Hilfestellung bei den vorgefiihrten Betrachtungen zu Dank ver pflichtet.



