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Bewegungsgleichung eines Rollpendels

Die folgende Herleitung stellte uns freundlicherweise Prof. F.
Kuypers/Hochschule Regensburg zur Verfiigung. Sie ist aufgrund der
Benutzung des Lagrange-Formalismus sehr kurz. Eine — langere —
Herleitung ohne diesen Formalismus findet sich in dem Buch
,Klassische Mechanik’ von Walter Greiner.

Gegeben sei auf einer horizontalen Ebene ein Zylinder bzw. eine Kugel,
deren Mittelpunkt und Schwerpunkt sich nur in einer Ebene bewegen.
Der Schwerpunkt S liegt im Abstand a vom Mittelpunkt M der Kugel
mit dem Radius R. Wird die Kugel um den Winkel ¢ ausgelenkt, rollt sie
hin und her.

Fir die Koordinaten des Schwerpunkts gilt:

Xs = —R@ + asing und ys = —acose

bzw. Xs = —R@ + agpcosp = ¢ (—R + acosp) und ys = —@asing

T,

Die kinetische Energie ergibt sich als Summe aus Rotationsenergie (I = Tragheitsmoment der Kugel

um die Schwerpunktsachse) und Translationsenergie (m = Masse der Kugel)

I m
T = 55 p2 + ?(aquz —2aR@?cosp + R?*¢?) = [Ig + m(a? + R? — 2aRcos@)]
Die potentielle Energieist V = —mgacosg (g = Erdbeschleunigung)

Damit ergibt sich die Lagrangefunktion zu

2
L=T-V =[Is + m(a? + R? — 2aRcosp)] %+ mgacosg

Die B leichung folgt doL_O_

ie Bewegungsgleichung folgt aus atop  dp

. oL 2 2 .
Es ist % = [Is + m(a + R" — ZaRCOS(p)](p

d oL . .
und wi3g = Us +m(a* + B ~ 2aReosp)] + 2aRmsing - §°
oL , -2 ;

und % = maRsing * ¢ —mgasing

Damit lautet die exakte Bewegungsgleichung

[Is + m(a® + R? — 2aRcosp)]p + maRsing - p? + mgasing = 0

Eine explizite Losung existiert nicht. Numerisch lasst sich diese Differenzialgleichung mittels

Programmen wie Mathematica, Matlab o. a. berechnen.
Fir kleine Winkel ¢ ergibt sich die Naherung

[Is + m(R — a)?]¢ + mgap =0

Daraus folgt fiir die Schwingungsdauer T fiir kleine Winkel @

Is+m(R—a)?
mga

T =2n
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Ermittlung des Tragheitsmomentes und der Schwingungsdauer der Geruchseife

Vorhanden ein kleiner Drehteller mit Drillfeder.

Bestimmung dessen WinkelrichtgrofRe D des Drehtellers mit der Formel

Ty =2m IB" lp = Tragheitsmoment Drehteller; T, = 0,8s
T, =2n % I, = Tragheitsmoment bekannter Kérper, z. B. Quader

bezlglich Achse durch die Mitte

2
Daraus folgt mit [; = % Tragheitsmoment gleichseitiger Quader
(m=20,9g; a=3,98cm; T, = 1,4s)

4m?1, 4m?  ma? 4m? 20,9g-3,98%cm? 2 2
D=——_=——— .2 = - =1650gcm”s
T2-TZ T2-T3 6 1,42s2-0,82s2 g

und
TZ
0 2
[p = —D = 27gcm

Die Geruchseife wird mit dem Schwerpunkt zentriert auf die Achse des
Drehtellers positioniert.

Aus

T = 2m /% folgt mit Tg = 3,4s

oo TG 34T 1650gemYst o 483gem? — 27gem? = 456gcm?
6= 2 0= v gcmé = gcm gcm? = gcm

Fir die Schwingungsdauer T eines Objektes auf einer horizontalen Ebene gilt fir kleine Winkel

= 0,815s

_ Ig+mg(R-a)? 456gcm?+129g(2,325cm—0,425cm)?
Ttheor - =2m

mg-ga 129g-1000cms~2-0,425cm

Gemessen wurde aus einem Video Tey, = 0,83s, d.h. im Rahmen tblicher

Messunsicherheiten eine sehr gute Ubereinstimmung. m = 1299

Bei einem Winkel von 70° ergibt die Berechnung mit der exakten
Differenzialgleichung mit Mathematica Tieor = 0,94s.
Experimentell ergibt sich Tes, = 0,91s.

Die Nichtlinearitat so eines Rollpendels ist groRer als bei einem
Fadenpendel! (Rollpendel Ty/T:- = 1,15; Fadenpendel T;o:/T;- = 1,10)

Kk—— 46,5mm

K“——— 72,5mm




